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Les methodes statistiques sont utilisees dans presque 
tous les domaines: 

• dans le domaine industriel: la fiabilite des materiels, 
le controle de qualite (Etude des 
caracteristiques de pieces dune chaine de 
fabrication), I'analyse aes resultats de mesure et 
leur planification, la prevision, ... 

• dans le domaine de I'economie et des sciences 
sociales: les modeles econometriques (Prevoir 
revolution de la vente d'un produit), les 

sondages, les enquetes d'opinion, les etudes 
quantitatives de marche,... 



Apres le recueil de donnees, la demarche 
statistique consiste a traiter et interpreter les 
informations recueillies. 

Elle comporte deux grands aspects: I'aspect 
descriptif ou exploratoire et I'aspect 
inferentiel ou decisionnel. 



Introduction generale 


Nous avons vu jusqu'a present des methodes destinees 
a observer, a d'ecrire et a modeliser un phenomene: 


Statistique descriptive (SI): repose sur I'observation 
des phenomenes concrets (passes). Son but est de 
resumer, structurer et representer I'information; 


Probabilite (S2): theorie mathematique permettant de 
modeliser des phenomenes ou le hasard intervient et 
d'ecrire des experiences aleatoires. 



Introduction generale 


Statistique inferentielle (S3): statistique inductive 
(demarche inductive), son but est d'etendre 
(inferer=tirer les consequences), a la population 
toute entiere, les proprietes constatees sur un 
echantillon. 


Le but de I'inference statistique est de generaliser 
les resultats obtenus aupres d'un echantillon 
representatif pour decrire la population globale. 



Introduction generale 


• La statistique inferentielle a un aspect decisionnel et le 
calcul des probability y joue un role fondamental. 

• Etude statistique= etude des caracteristiques d'un 
ensemble d'objets ( population composee d'individus. 

• Recensement: les valeurs sont disponibles sur 

I'ensemble de la population. 
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Introduction generale 


Sondage: etude d'une partie de la population (un 
echantillon). 


Le statisticien n'etudie pas le caractere sur I'ensemble 
de la population mais sur un echantillon extrait de la 
population pour plusieurs raisons, entre autres: 



Introduction generale 


- La taille de la population peut etre tres 
importante et le cout de I’enquete serait 
trop important (cout et temps); 

- L’acces a tous les individus de la population 
est materiellement impossible (complexite, 
population indefinie) 
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Introduction generale 


• Un bon echantillon ( de qualite) doit 
constituer une image reduite de I'ensemble de 
la population (representatif) dont on va 
etudier un caractere bien defini. Dans le cas 
contraire on dit que I'echantillon est biaise. 
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Introduction generale 


• Comment choisir un echantillon pour qu’il soit 
representatif? (techniques d’echantillonnage) 

• Comment les parametres de la population 
peuvent- ils etre estimes a partir de 
I’echantillon? (estimation) 
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Introduction generale 


• L'echantillonnage designe I'operation destinee a 
selectionner une fraction d'une population, afin 
de conduire des analyses. 

• Methodes de prelevement d'un echantillon: 

• Methode des quotas; 

• Echantillonnage aleatoire; 

• Echantillonnage au hasard simple; 

• Echantillonnage stratifie; 

• Echantillonnage par grappe;... 
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• La problematique de I'inference statistique 
consiste, a partir d'un echantillon de donnees 
(technique d echantillonnage, chapitre2) 
provenant d'une population de loi de 
probability inconnue, a deduire des proprietes 
sur cette population : quelle est sa loi 
(probleme d'estimation, chapitre 3 et4), 

comment prendre une decision en controlant 
au mieux le risque de se tromper (probleme 
de test chapitre 5). 
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Introduction generale 


• L'echantillonnage permet aux statisticians de 
tirer des conclusions au sujet d'un tout en y 
examinant une partie. II nous permet d'estimer 
des caracteristiques d'une population en 
observant directement une partie de I'ensemble 
de la population. Les chercheurs ne s'interessent 
pas a I'echantillon lui-meme, mais a ce qu'il est 
possible d'apprendre a partir de I'enquete et a la 
fa$on dont on peut appliquer cette information a 
I'ensemble de la population. 
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CHI: LO I S USUELLES CONTINUES 

• Loi normale tres utilisee en statistique 
inferentielle; 

• Importante = une loi approchee par de nombreux 
phenomenes naturels; 

• Depend de deux parametres; 

• Elle est symetrique. 
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Chi: LOIS USUELLES CONTINUES 


I. LOI NORMALE 

A. Loi normale generate 
a. Definition 

On dit qu'une v.a.r X suit une loi Normale de parametresCf 

et |“t si . ^ i/x— /i', 2 

fix) — a ) ;Vx € IE 

<Tyj2l T 
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Chi: LOIS USUELLES CONTINUES 


X = N(n;a) X=N(p 2 ) 

b. Esoerance et Variance : 

E(X) = )i V(X) = o 2 

c. Caracteristiques : 

• La courbe de la loi Normale possede la forme en 
« CLOCHE » 

• La distribution normale est svmetrique par rapport 
a la droite verticale : X=p 
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Chi: LOIS USUELLES CONTINUES 


• Points d'inflexion sont situes a une distance 
«de cet axe de symetrie 

• fatteintson maximum lorsque x= \i 
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Chi: LOIS USUELLES CONTINUES 


P(X > fi) = P(X < n) = 50 % 

• Remarque : La loi Normale generate n'est pas 
Tabulee 

B. La loi Normale Centree et Reduite : 
a. Variable Centre et Reduite : 

• Soit X une v.a : 

• “ El v ! [ S'appelle Variable Centree. 

• u = a S'appelle Variable Centree et Reduite. 
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Chi: LOIS USUELLES CONTINUES 


Si une V.A suit une loi normale generate, il est 
difficile de calculer sa fonction de repartition F(x). 


Pourtous les calculs, on se ramene a la fonction 
de repartition de la loi normale centree reduite 

(une loi TABULEE). 

Centrer et reduire une variable, c'est raisonner en 
nombre d'ecart type par rapport a la moyenne. 



Chi: LOIS USUELLES CONTINUES 


V.A centree reduite a pour esperance 0 et ecart 
type 1 

• E(U)= 0 

• V(U)= 1 


• La densite de probability d 2 e la loi normale 
centree reduite : f(u) - — vx em. 


J2n 
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Chi: LOIS USUELLES CONTINUES 


b. Theoremes 
si 




Quelle est la loi de Y=a X+b? 


ALORS 

Y = aX+b =JV(a.^+fc; 
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Chapitre I (suite) 


X^NfeOj) 


X 2 = N(ji 2 ;a 2 ) 


Sachant que XI et X2 sont independant, 
quelle est la loi de X= aXl+bX2 ? 


Conclusion 

X = aXj +b X 2 = N (afij + b|i 2 ; la 2 . o \ + b z . a 


Chapitre I (suite) 



• Soit x = N(- 2 : 5 ) - Donner la loi de probability de 

y - sx - 2 v ' 

• SoitXi = N(-i;6) etx 2 = N(2 ; 5) .Dormer la loi de 
probability de x = -2X!+4x 2 


XI et X2 sont independantes 
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Chapitre I (suite) 

C.Theoreme Central Limit (T.C.L) 


Le TCL sera tres precieux puisqu'il nous 
expliquent que si on fait la somme d'un tres 
grand nombre de variables aleatoire de la loi 
quelquonque, cette somme suit 
approximativement une loi normale. 
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Chapitre I (suite) 


• Soit x i; x 2 ;... : x n avec (n) variables aleatoires 
identiquement distributes et independantes. 
Alors : 

X= X!+X 2 + - +x.=^x, 

i=l 

E(X) etV(X) ; sixwco 

• suit une loi Normale de parametres 
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Chapitre I (suite) 


D. Calcul des probability 
a. fonction de repartition deNfo 11 

Soit X = N(ji;a) u = = N(0 : l) 

Alors la fonction de repartition (U) est notee^u) 
Avec ti(u) = P(U < u)) 

Cette fonction est Tabulee 
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Chapitre I (suite) 


P(X < a) = P 




\ U ff 


V tr 


P(X > a) = 1 - p(X < a) = 1 - ti 


/a - [b 
\ o 


, , /a— u X — u b-m 

P(a<X<ii) = P| — < — -< 


a o o 
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Chapitre I (suite) 


La lecture de la table 

• Elle donne la valeur de n(u)pour(u) connue 

• Elle donne la valeur de (u) pour^M connue 

EXEMPLE 

• Pour les valeurs negatives *(-«) = i -*oo 

• Pour les valeurs "(u)inferieures a 0,5, on utilise la 
symetrie de la distribution 
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Chapitre I (suite) 


• Pour certaines valeurs qui ne figurent pas sur 
la table, on utilise I'interpolation lineaire 
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Chapitre I (suite) 

• Exercices d'aoolications 

• Exercicel 

• Soit X = jVO = 2; er 2 = 25) 

• Calculer P{Jf<4)etP{Jf>3) 

• La V.A X suit une loi normale d'esperance 550 et 
d'Ecart type 100. 

• Quelle est la probability pour que X soit moins de 
650, plus de 746, moins de 500, entre 550 et 600 
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Chapitre I (suite) 


Exercice II 

• Le temps (en minutes) de fabrication d'un 
bien par un ouvrier est represente par une 
variable normale (X). On considere deux 
ouvriers A et B travaillent independamment 
Tune de I'autre. 

• Po U r A X A = N(N a = 60 = 36 ) 

• POUT B x B = N(N B = 45; ffj = 64 
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Chapitre I (suite) 


• Si A et B commencent a travailler au meme 
instant, quelle est la probability que A termine 
avant B, la premiere unite produite ? 

Exercice III 

• Ca leu ler 7i(i.846) *( 2 . 148 ) jr(tr*) = 0.0606 = °- 1562 

• Determiner la valeur de U 
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• A la fin de cette partie, I'etudiant doit etre 
capable de: 

• Expliquer les caracteristiques d'une loi NORMALE; 

• Definir et expliquer la valeur centree reduite 
correspondant a n'importe quelle observation 
d'une variable normale (toute variable normale 
peut se convertir en une variable normale 
centree reduite); 

• Determiner, a I'aide de la distribution normale 
centree reduite, la probability d'une variable 
normale se trouvant dans un intervalle donne. 
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Chapitre I (suite) 


//. Loi de khi-deux (Lm de Karl Pearcon) 
a. Theoreme 

Soit une suite de (v) variables Normales 

Centrees et reduites independantes. 


X suit une loi de chi deux X 2 a (vj degree de liberte. 


X = ul+u\+- + ul 


i =v 



i = 1 
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Chapitre I (suite) 


(v represente le parametrej 


X=X 2 


(«/) 


b.Caracteristiaues de la distribution de X 2 [ .. ] 


0 2 = [0;+qd[ = ! 


i+ 


'X 

La distribution X 2 / V »est dissymetrique pour les 
petites valeurs de (v) 

2 

La distribution X i..\ Commence a devenir symetrique a 


partir v=30 


(>/) 
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Chapitre I (suite) 


c. L'esoerance et / a variance 


• E(X)= v 

• V(X)= 2m 


Exemole 

x=x 2 {10) E(X 2 (J0) )= 10 

X=X 2 (5 ) E(X 2 (5) )= 5 


V(X 2 10) )= 2 X 10 
V(X 2 (5) )= 2 x 5 
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Chapitre I (suite) 


d. Comoortement asvmetriaue (Approximation) 

• Approximation de Fisher: 

Si v>30 alors^ V 2 ?m^jV( 0 ; 1 ) 

* Approximation generale: 

^ V 

Si v>101 alors: V 2 w ^ N( '°' ^ 
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Chapitre I (suite) 


e. Lecture de table de x 2 { ] 

• La table x 2 M donne les valeurs de la V.A x 2 
ayant la probability a d'etre depassee. 

• Elle donne: 

- La probability a si x 2 M et(»/Jsont connus 

- La valeur de x 2 (v) si a et [v) sont connus. 



Chapitre I (suite) 

Exercices d'application 

Exercice I 

Determinera la valeur de (k) dans chacun des 
cas suivants : 

• P(X 2 |17| >k)=0,25 

• P(X 2 (24| >k)=0,01 

• P(X 2 (3g| <l<)-0,90 
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Chapitre I (suite) 


Exercice 2 : 

1- Calculer le quantile d'ordre 10% pour la V.Ax 2 (10) 

2- Determiner la mediane dex 2 (15) 

Exercice 3 : 

Determiner les valeurs ^ et k 2 dans chacune d des 
eux cas suivants : 

• P(k 1 <x 2 (9) <k 2 )=0 / 9 

• P(k 1 < x 2 (50) < k 2 )=0 ; 98 



Chapitre I (suite) 


Rappel : le quantile d'ordre (a) de la variable X 
est note (q a ) avec : P(X< q a ) = a 


/?qppe2: La mediane est la modalite qui partage 
la serie statistique en deux parties egales. 

Autrement dit : 

La mediane est le quantile d'ordre 0=0,50 
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Chapitre I (suite) 



En utilisant I'approximation de Fisher. Calculer la 
valeur de k ± telle que : 

P(* 2 (6o><ki)=0,8413 

Soit X=x 2 (200) Calculer la valeur de k telle que : 

P(X>k)=0,0708 
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Chapitre I (suite) 


III. Loi de Student f William Sealv Gosset I 
a. Definition 

Soit U=N(0,1) et X=x 2 (v) 

Avec U et X sont independantes 

m N (0,1) U 


Alors: 


T = 



Suit une loi student a (v) degre de liberte. 


• Notation : T = stud ^ 
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Chapitre I (suite) 


b. Esoerance mothematioue et variance 

Soit T = stud / v . 

• E(T)= 0 (existe si v>l) 

• V(T)= (existe si v>2) 

c. Comoortement asvmetriaue 

Soit T = stud / v j 

Si {v) fend vers I'infini alors T tend vers N(0,1) 
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Chapitre I (suite) 


• Remaraue 

La loi de Student est generalement utilisee pour 
les petits echantillons lorsque la variance de 
la population est inconnue. 
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Chapitre I (suite) 


IV. LqL de Fisher-Snedecor 
a. Definition 

Xi= X 2 (vl) et X 2 = X 2 (v2) 

X 1 et X 2 deux variables independantes 
Alors la variable: 

f W x ^2 

Suit une loi de Fisher de parametres v 2 et v 2 notee 


F = F(v i; v 2 ) 
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Chapitre I (suite) 


Remaraue 

La distribution de Fisher, comme celle de x 2 , 
n'est pas symetrique. 

b. Reale emoiriaue de Fisher 




l 


Avec FMw) 


est telle que: 


49 


Chapitre I (suite) 


P ( f (^ 2 )>/aM2)H 


La table donne les valeurs de F pour 
regie empirique : 

^ 0 , 95(^1 > v z ) = p 7 T 

^ 0,05 ( V 2 \ V l) 


F 0,99 ( v i ; ^2) 


1 


avec la 
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CHIkECHANTILLONNAGE 


* I- Definitions 
a-Population 

- Population statistique: ensemble des unites statistiques 
(personnes ou objets) auxquelles on s'interesse et sur 
lesquelles porte une etude. Et on appelle individu chaque 
element (entite) de cette population pour lequel des 
donnees sont collectees. 

- Variable Aleatoire Parente (V.A.P): caractere etudie dans 
la population statistique (poids, CA, salaire, taille, 
benefice,...), note X , Y, Z,...La loi de la V.A.P s'appelle « loi 

de la population » 
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CHII ( suite) 

- Parametres de la population: Ce sont les 

caracteristiques numeriques de la population 

statistique 

❖ Moyenne de la population (p) = E(X); 

❖Variance de la population (a 2 ) = V(X); 

❖ Proportion de la population = P 

b-Echantillon 

- Definition: une partie (sous ensemble) representative 
de la population statistique observee. La population 
d'ou on tire I'echantillon s'appelle « population mere » 
ou « population echantillonnee » 
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La constitution d'un echantillon permet de collecter 
des donnees pour repondre a une question 
concernant une population. 

Exemple 1: 

Les membres d'un parti politique marocain sont 
supposes soutenir un candidat particulier aux 
elections du parlement, et les responsables du parti 
voudraient estimer la proportion d'electeurs 
favorables a leur candidat. Un echantillon de 400 
electeurs a ete selectionne et 160 de ces electeurs 
ont indique etre favorables au candidat. Une 
estimation de la proportion d'electeurs favorables au 
candidat est done 160 sur 400 soit 0,40. 
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Exemple 2: 

Un fabriquant de pneu a con$u un nouveau type de 
pneu permettant d'accroitre le kilometrage effectue. 
Pour estimer le nombre moyen de kilometres 
effectues avec les nouveaux pneus, le fabricant a 
selectionne un echantillon de 120 nouveaux pneus, 
dans le but de les tester. D'apres les resultats du 
test, la moyenne de I'echantillon est egale a 36 500 
kilometres. Par consequent, une estimation du 
kilometrage moyen pour la population des 
nouveaux pneus est de 36 500 kilometres. 
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II est important de comprendre que les resultats d'un 
echantillon fournissent seulement des estimations 
(I'echantillon contient juste une partie de la 
population. Une certaine erreur d'echantillonnage 
est attenduj. 

Avec des methodes d'echantillonnage adequates, les 
resultats de I'echantillons fournissent de « bonnes» 
estimations des parametres de la population (une 
moyenne d'echantillon fournit une estimation de la 
moyenne de la population, une proportion 
d'echantillon fournit une estimation de la proportion 
de la population) 
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* Selectionner un echantillon: 

comment selectionner un echantillon a partir 
d'une population finie ? 

comment selectionner un echantillon a partir 
d'une population infinie ? 

- Echantillonnage a partir d'une population finie: les 

statisticiens recommandent d'utiliser des methodes 
d'echantillonnage probabilistes . 

Le type le plus simple d'echantillons probabiliste est 
celui dans lequel chaque echantillon de taille n a la 
meme probability d'etre selectionne . On parle 

d' echantillon aleatoire simple 
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CHII ( suite) 


• Echantillon aleatoire simple(E.A.S) 
(population finie): La construction d'un 

echantillon aleatoire simple de taille n est 
realisee par un tirage au hasard avec remise 
de n individus dans I'ensemble de la 
population. Ainsi, tous les individus seront 
tires de maniere independante et auront une 
chance egale de faire partie de I'echantillon (la 
meme probability d'etre selectionne). 
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CHII (suite) 


Autrement dit, On dit qu'un echantillon {X 1 X 
X 3 X n ) est aleatoire simple si et seulement si 

- Quelque soit i= 1, 2, 3,...,n; la loi de Xj est la 
meme que celle de la V.A.P (X), d'ou: 

• E (Xj)= E(X)= |i 

• V(Xi )= V(X)= a 2 


- Et les X, sont independants 



- Echantillonnage a partir d'une population infinie: 

parfois, nous souhaitons selectionner un echantillon a 
partir d'une population qui est infiniment grande ou dont 
les elements sont generes par un processus pour lequel il 
n'y a pas de limite quant au nombre d'elements qui 
peuvent etre generes. 

Ainsi, il n'est pas possible de developper une liste de 
tous les elements de cette population. C'est ce qu'on 
appelle le cas d'une population infinie. Dans ce cas, 
les statisticiens recommandent de selectionner un 

echantillon aleatoire. 


59 



* Echantillon aleatoire (population infinie): un EA de tail le n 
issue d'une population infinie est un echantillon selectionne 
qui satisfait les conditions suivantes: 

1. Chaque element selectionne est issu de la meme 
population; 

2. Chaque element est selectionne independamment des 
autres. 

Exemples des situations impliquant un echantillonnage a 

partir d'une population infinie (generalement associes a un 
processus durable): pieces fabriquees sur une chaine de 
production, transactions bancaires, clients entrants dans 
un magasin, appels telephoniques regus dans un centre de 
soutien technique, ... 
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CHII ( suite) 


C- probability d'un echantillon (fonction de 
vraisemblance) 

Soit (X x X 2 X 3 X n ) un echantillon aleatoire 
simple dont la realisation est (x 1# x 2 , x 3 ,..., x n ), 
la probability de cette echantillon est notee: 
L(x,0), avec (cas continu): 

i =7i 

L(x; 8) = J~ | f(.Xi) = /(%) X fix-,) X ... X f(x n ) 

i-1 
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CHII (suite) 


• Ou (cas discret) 



i-n 

1 P(X, = *i) = P(X, = ij X P{X , = » z ) XP(X,= xj 

i-1 


• 0 est le (s) parametre(s) de la loi de la V.A (X). 
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CH II (suite) 


• Exemple 

soit X=P(a), calculons L(x,i ) 

• Exercicel 
Soit X=B(n,p) 

Calculer L(x;p) 

• Exercice2 


Soit X= B(p) 
Calculer L(x;p) 
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CHII (suite) 


• Exercice 3 
X=N(n; a 2 ) 

Calculer L(x;n; a 2 ) 
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CHII (suite) 


• II- variables et distribution d'echantillonnage 

Distribution de probability appele distribution d 
echantillonnage 

Supposons une population statistique de taille N. de 
combien de manieres differentes peut on tirer un 
echantillon de taille n parmi les N individus? 


La reponse depend des conditions de tirage. 

Supposons un T.S.R simultane. Le nombre 
d'echantillons possible est C N n = k. 
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CHII (suite) 


a-definition 

On appelle variable d'echantillonnage toute 
fonction de I'E.A.S (X x X 2 X 3 X n ) 

Exemple: 


X -kl* 


1=71 


i = 1 


i=n 




i= 1 




i=l 
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CHII (suite) 

b-la movenne d'echantillonnage 

Une distribution d echantillonnage de la moyenne d echantillonnage correspond a 
la distribution de toutes les valeurs possibles de la moyenne d echantillon 

• Exemple: on effectue une etude demographique 
sur la fecondite chez la femme citadine et on 
considere la variable aleatoire X qui designe /g 
nombre d 'enfants par famille. 

• On s'interesse au nombre moyen d'enfants par 
famille. Pour cela, on preleve 5 echantillons 
aleatoires et on observe la realisation des 9 MAX 1 
, X 2,..., X s 

• Pour chacun des 5 echantillons on a: 


67 



CHII (suite) 
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CHII (suite) 


• On remarque que le nombre moyen d'enfants 
par famille prend des valeurs differentes selon 
I'echantillon considere; 

• La moyenne est done une variable aleatoire 


i =n 



i= 1 
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CHII (suite) 


❖ Propriete de la moyenne d'echantillonnage 

Le tableau precedent nous a permis d'obtenir 5 
realisations de la moyenne d'echantillonnage 
qu'on note: 

On s'attend a ce que ces 5 valeurs soient 
proches de la moyenne p . 
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CHII (suite) 


• Propriete 1 

Soit XI, X2, Xn un echantillon aleatoire simple 
de taille n, relatif a la V.A. parente X. 
L'esperance de la V.A moyenne 
d'echantillonnage est egale a la moyenne de la 
population p 


E(X)= E(Xj)= E(X)= [X 
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CH II (suite) 


• Propriete 2 

Soit XI, X2, Xn un echantillon aleatoire simple 
de taille n, relatif a la V.A. parente X. La 
variance de la V.A moyenne d'echantillonnage 
est egale a la variance de X divisee par la taille 
n de I'echantillon: 

a 2 

V(X) = — 

71 
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CH II (suite) 


• Loi(Distribution) de la moyenne d'echantillonnage 
La loi dex depend de : 

• Loi de la population (Normale ou quelconque) 

• Variance de la population (Connue ou 
inconnue) 

• Taille de I'echantillon (n petite ou grande) 
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CH II (suite) 


• Exemple 

La Taille des etudiants d'une universite, Notee X 
est une Variable Normale de moyenne 170 cm 
et d'ecart type 7 cm .On tire au hasard un 
echantillon de taille n=49. Calculer la 
probability que la moyenne de Lechantillon 
soit : 

a- inferieure a 172 cm 
b-comprise entre 168cm et 172cm ? 
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CH II (suite) 

O La variance d'echantillonnage et la quasi- 
variance 

❖ Definition: On rappelle que la variance 
d'echantillonnage(note sj )est une V.A. qui 
associe une valeur numerique a chaque tirage 
cTechantillon. 

I — 1 
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CH II (suite) 



pop. Normals 

+ 


/( inconnue 


nS; 2 

AlOfS! 2 — ^(v=n-l) 

(T 


CH II (suite) 


• Si [i est connue alors: 
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CH II (suite) 


- Propriete: Soit XI, X2, Xn un echantillon 

aleatoire simple de taille n, relatif a la V.A. parente 
X de moyenne p. et de variance a 2 . L'esperance de 
la V.A variance d'echantillonnage est egale a: 


E(S}) = 


(n- 1) 


X a 


n 


La variance de la V.A variance 
d'echantillonnage est egale a: 

. it 4 X 2(n— 1) 

V(s 2 e ) = ^ 
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CH II (suite) 


• Remarque: L'esperance de la variance 

d'echantillonnage n'est pas une image parfaite 
de la variance. 


• Pour remedier a ce probleme, on construit 
une statistique (VA) qui approchera le mieux 
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CH II (suite) 


Propriete : Soit XI, X2, Xn un echantillon 

aleatoire simple de taille n, relatif a la V.A. parente 
X de moyenne p et de variance a 2 . L'esperance de 
la V.A quasi-variance d'echantillonnage est egale 
a: 


E(S 2 )= a 2 

La variance de la V.A 
d'echantillonnage est egale a: 


quasi-variance 
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CH II (suite) 

• Si: 

'pop. Normale 

+ 

. /( inconnue 

• Alors: 

(n - 1 )S 2 = nSj = 2 

• si |i est coefliue : a 2 (l,=n_1) 


(n - 1)S 2 nS 


2 

® y*2 

— A 


(v=n) 
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CH II (suite) 


• Remarque: la variance et la quasi-variance 
tendent toutes les deux vers zero lorsque la 
taille de Techantillon tend vers I'infini 
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CH II (suite) 


d- La proportion (frequence) aleatoire F 


■ Definition: Soit XI, X2, Xn une suite de 
variables aleatoires de Bernoulli 
independantes. 


F — 




VJf,- = B(p)avecX t = 


1 (succes)\ 


n 


0 


) 


S'appelle proportion (ou frequence) aleatoire. 



n 


n 
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CH II (suite) 


• Proprietes de F: 


p = proportion de succes dans la pop. stat) 


E (F) = P 


V(F) = 


p- q 

71 



(si le tirage est avec remise) 


84 


CH II (suite) 


Si le tirage est sans remise 



p.q N -n 
lT‘JV-1 



pq 

V n 


JV -n 


N 


JV - 1 
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CH II (suite) 


• Loi de probability de F 
Lorsaue n < 30 


Soit 



B (n; p) 
n 


Valeurs possible de F : D F 
Pour F(n;p)=){0;l;2;...;n} 


Done 




86 


CH II (suite) 


Soit 


fe rt n-k 


^ = B(n;p)=)F(I = k) = Cp fc .q 


Si: f = gC^p) = x 


n n 


p(f = j) = p p = I W(JT = ni) 


Alors: 


P(F = [) = C;' p nl .q n - nl 


CH II (suite) 


• Si: 

51 > 30 
rip > 5 
nq > 5 
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CH III: Estimation 


• Apres avoir preleve I'echantillon, et etudie les 
distributions d'echantillonnage, on peut alors 
generalise^ a la population, les resultats 
experimentaux obtenus a partir de I'echantillon 


• L'estimation consiste en revaluation d'un 
parametre de la population a partir de 
I'observation d'un E.A. La theorie de l'estimation 
se divise en deux parties: 
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CH III: Estimation ponctuelle 


• L' estimation ponctuelle: per met d'obtenir une 
valeur unique calculee a partir d'un E.A., 
valeur qui sera prise comme estimation du 
parametre inconnu. 

• L'estimation par intervalle: permet de 

determiner un intervalle qui, avec une grande 
probability fixee a priori, contient la vraie 
valeur du parametre inconnu 
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Estimation ponctuelle 


• Definition de I'estimateur: Soit XI, X2, Xn 

un E.A.S relatif a la V.A. parente X dont sa loi 
depend du parametrea On appelle estimateur 
du parametrefl, toute statistique utilisee dans 
le but d'approcher la valeur inconnue de£. Un 
estimateur est done une Variable Aleatoire, 
e'est une fonction de I'E.A.S. 


• Soit 0 I'estimateur de o alors: 

e=f(X 1 ;X 2 ;...;X n ) 
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Estimation ponctuelle 

Exemple: 

e = X = ^ = f(X i; X 2 ;...;X n ) 
n 

s=s l =^y{x i -x) 1 = f(x 1 ^..-x n ) 

n-lLj 

n 

e=st=- y(x i -xy=ax 1 ;x 2 -,... ; x ri ) 

I? L-i 

ZXi 

6 = F = — = 


n 


f(X 1 ;X 2 ;...;XJ 


avec^-USSS 


Estimation ponctuelle 


• Definition de ('estimation: C'est la valeur prise 
par I'estimateur dans Techantillon realise (x 1 ; 

^2/ ^3/ 

• Line estimation du parametreeest une 
realisation d'un estimateur de ce parametre. 
Une estimation est done une valeur 
numerique. 
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Estimation ponctuelle 


II- Proprietes des estimateurs 
1-Estimateurs sans biais 

Definition: e est un estimateur sans biais du 
parametre Q 

Si: E(S) = 9 
b(§) = e(§) - e 

Remarque: Si § est biaise, le biais (I'erreur) 
serait alors: gfo’l 


Estimation ponctuelle 



Interpretation: 

B^G) = 0 => 0est un estimateur sans biais de 8 


Si B(e) > o => 9 sur estime 6 . 


Si B(e) < 0 => 0 sous estime 8 . 
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Estimation ponctuelle 


• Exercice: montrer que: 

x est un estimateur sans biais de |i 

F est un estimateur sans biais de p 

si est un estimateur biaise de a 2 

Calculer le biais et proposer un estimateur sans 
biais de a 2 en fonction de si 
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Estimation ponctuelle 


Definition: On appelle 8 estimateur 
asymptotiquement sans biais, du parametre# 

Si lim E(e) = 8 

n-ioo 


Exemple 

s a 2 est un estimateur asymptotiquement sans 
biais de a 2 
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Estimation ponctuelle 


2-Estimateurs Convergents 

• Definition: On appellee estimateur convergent 
du para metre Q si: iimp(|e-e|<e) = i 

• Dans la pratique, pour verifier la convergence, 
il suffit de verifier la consistance. 

• Estimateur consistant: § un estimateur 

convergent du parametre q si: , = a 



_ V _J = Q 

limF(a) = 0 
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Estimation ponctuelle 


• Si q est un estimateur sans biais ou 
asymptotiquement sans biais de 6 , et si sa 
variance tend vers zero lorsque n tend vers 
I'infini, alors e est un estimateur consistant de 6 

• Theoreme: 

Tout estimateur Consistant est convergent 

• Exemple: 

e(x) = etj*™*® = ““ ( 7 ) = 0 DoiiK est u n 

estimateur convergent car il est consistant 


99 


Estimation ponctuelle 


3-Estimateurs Efficaces ( choix entre estimateurs): 

• Choix entre estimateurs quelconques : pour 
choisir entre plusieurs estimateurs quelconque, 
on utilise le critere de I'erreur quadratique 
moyenne (EQM). 

eqm ( 9 ) = E(e - ey 


EQMie) = v(e)+B(ey 

On choisit I'estimateur a EQM minimale. 
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Estimation ponctuelle 


Si < EQAffflj) - * i?i estplusefficaceque & 2 

• Choix entre estimateurs Sans-biais: Entre 
deux estimateurs sans biais, on prefere utiliser 
celui qui a la variance la plus petite ( la 
variance minimale). 

• Efficacite: 

>lnegalite de CRAMER-RAO: v(d) > — — 

I (°) 
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Estimation ponctuelle 


Avec 


l (0) quantize d information de fisher 

, rn , r f/'dlogP(X i = x i )' 2 

I(0) = nx£ ( — ae — 


i(e) = v 


d Log L(x; 0) 

ae 
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Estimation ponctuelle 

• Estimateur efficace: 6 est efficace si: 

1 

m 

UL Methodes d'estimation ponctuelle 

a. La Methode des moments : Elle consiste a 



estimer les moments de la population par les 
moments analogues de rechantillon. 
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Estimation ponctuelle 


• Rappel 

£(X fe ) = Moment non centred' or drek 
E[((X - £(X)) fe ) = Moment centree d'ordre k 

• Cas particuliers : 

Si k = 1 =^E(X k ) = EQO 

sj k = 2 => £[((* - E(X)) 2 ] - V(X) - E(x 2 ) - E(X) 2 
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Estimation ponctuelle 


• b. La Methods, de maximum de 
vraisemblance 


Pour calculer I'estimation de maximum de 
vraisemblance (EMV) de 8 note e , on doit 

n 

suivre 4 etapes : Calculer L{x\Q ) = I j/(X) 

fc=i 


Calculer log L(x ; O') = log 



n 


l °9f(x ,) 


i=l 


Resoudre on 8; V equation: 


d logL(x ; 6 ) 
38 
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Estimation ponctuelle 


A 

La solution 8 pent etre un EMV 


Verifier si 


d log L(x;8) 

dip 


<0 
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Estimation par intervalle de confiance 


• Un estimateur ponctuel est une statistique 
d'echantillon utilisee pour estimer un 
parametre d'une population. 

• puisqu'on ne peut s'attendre a ce qu'une 
estimation ponctuelle soit exactement egale a 
la valeur du parametre de la population 
correspondant, une estimation par intervalle 
est souvent realisee en ajoutant une marge 
d'erreur a I'estimation ponctuelle. 
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Estimation par intervalle de confiance 


• Elle permet d'estimer le parametre 8 par un intervalle[a; Zj] 

• Elle tient compte de I'erreur d'echantillonnage. 

• Definition: On dit que [a; b] est un intervalle de confiance 
au niveau 1- a pour le parametre 8 a partir de 
I'echantillon realise (x v x 2 , x 3 ,...,x n ) si on a : 

P(8e[a; b ]) = 1 — a 

• Les bornes de I'intervalle sont des statistiques relatives a 
I' E.A. 
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Estimation par intervalle de confiance 

• 1- a est appele niveau de confiance de 
I'intervalle. 

• as'appelle « Risque » avec: a = p[ee [a ; bj] 

• Plus a est petite et plus I'intervalle de confiance 
est grand. Generalement, on considere des 
intervalles a risques symetriques: 

I- Intervalle de Confiance pour une proportion: 

>c(P) 
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Estimation par intervalle de confiance 

Construction de I' l c (p): Afin d'estimer une 
proportion p de « Succes » par exemple; on 
utilise la frequence F qui est un estimateur 
sans biais, convergent et efficace du 
parametre p. 

Exemple: pour un niveau de confiance 95%; a 
=5% 
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Estimation par intervalle de confiance 


Propriete: Soit XI, X2, Xn un echantillon 
aleatoire simple de taille n, relatif a la V.A. 
parente X suivant une loi de Bernoulli de 
parametre p inconnu. Un intervalle de 
confiance au niveau 1- a pour p peut se 
presen 


h 


:er commie suit : 

. , /Cl-/) 

f - h-i 


4 


n 



in 


Estimation par intervalle de confiance 






Avect^n est toujours lue sur la table de la loi normale 
centreereduite apres verification du T.C.L 

Et 7T i = 1 - f 


Exercice d'application: Parmi un E.A. de 250 electeurs, 
108 declarent vouloir voter pour le president sortant. 
Tandis que les autres voteront pour I'autre candidat. 

• Donner un IC(p) au niveau 90 et 95% 

• Combien faudrait-il interroger d'electeurs pour que 
I'erreur d'estimation ne depasse pas 2% ? 
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Estimation par intervalle de confiance 

• p represente la proportion des votants en 
faveur de A dans toute la population des 
electeurs. 

• Line estimation ponctuelle de p est donnee, 
grace a la realisation de l'E.A.,par la 
frequence. 

• Condition du T.C.L? 
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Estimation par intervalle de confiance 


2- Precision d'une estimation par intervalle de 
confiance: Pour un a donne, on veut 

determiner la taille necessaire de I'echantillon 
pour atteindre une certaine precision de 
Testimation. 



Longueur (ramplitude) l c (p) note L (p) 

L( p) = la borne superieur - la borne inferieur= 


b - a 

L(p) 



/Cl-/) 

a 

-2. J n 
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Estimation par intervalle de confiance 

❖ La marge d'erreur ou I'erreur d'estimation 
(precision) note E: c'est la demi longueur de 
rintervalle de confiance. 


Remarque: Plus I'erreur d'estimation est petite et 
plus la precision est grande. 

❖ Determination de la taille de I'echantillon (n): On 
suppose prealablement que le T.C.L est verifie. Si 
(n) est inconnue done f est aussi inconnue ! 
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Estimation par intervalle de confiance 


• Ainsi; E(p) = 


p( i -p) 


a 


n 


l er Cos ; on dispose d'une information sur (p): 
par exemple (p=p*) 

D'ou : 


£(p) < E p <=$ t ± _a 


P*( 1 — p*) 


<Et 


n 


(p) 


Jp*q* 
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Estimation par intervalle de confiance 


• Done <=>Vn> — ^ — 

b (p) 


n > [ — ) avec:q * = 1 — p* 

V ^ / 

• 2eme Cas : Aucune information sur (o) 

Dans ce cas, on pose p=0,5. Cette valeur permet 
cTavoir I'intervalle de confiance de p le plus large. 
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• 2eme Cas : Aucune information sur to) 

Dans ce cas, on pose p=0,5. Cette valeur permet 
cTavoir I'intervalle de confiance de p le plus 
large. 
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Estimation par intervalle de confiance 


II- Intervalle de Confiance pour la moyenne: 

i c (n) 

Pour effectuer une estimation par intervalle de 
la moyenne d'une population, Tecart type de 
la population ou celui de I'echantillon 
permettent de calculer la marge d'erreur. 
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Estimation par intervalle de confiance 


l c (p) dans le cas d'une population Normalement 
distribute: Dans ce cas la V.A. parente X suit 
une loi normale de moyennep et de variance a 2 

• Or, on sait que est un bon estimateur de la 
moyennep. 




a 


£ a — ; x + 
2 yn 



• Cet intervalle n'a de sens que si o 2 est connue. 
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Estimation par intervalle de confiance 


Si a 2 est inconnue, alors un intervalle de 
confiance au niveau 1- a pour |i est : 

s s 




x — t, o , — ; x + £ 
2 V n ' 



avec: *2 


quasi variance] s 
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Estimation par intervalle de confiance 


Precisions: 


Vi 


(table deN( 0 ; 1 ) 
_ l ou 

“ ( table Studfa-i) 


• avec: 


P I U < tj H J = 71 y t 1 _a 1 = 1 


0^(i/ < = 1 


a 

2 


a 

2 
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Estimation par intervalle de confiance 

• Samplitude 

L v> = = 

• La marge d'erreur 




Z Vw 


s.r o' me online 
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Estimation par intervalle de confiance 


* La taille de I'echantillon 




si a 2 e st inconnue 
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Estimation par intervalle de confiance 


III- Intervalle de Confiance pour la variance: 

I c (s2) 

(n — l)s 2 (n — i)s 2 

L k 2 

Avec: = 
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